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MATHEMATICS 
tJBER DIE SUMME I pZ(n) 
nE;;a: q:>(n) 
r>(nl<v 
VON 
J. H. VAN LINT UND H.-E. RICHERT 
(Communicated by Prof. N. G. DE BRUIJN at the meeting of 27 June, 1964) 
1. Bei Verwendung der Selbergschen Siebmethode steilt in dem 
Faile, den man als den linearen Fall charakterisieren kann, die Summe 
(l) ~ p2(n) 
"- q:>(n)' 
wop die Mobiussche, q:> die Eulersche Funktion bezeichnen, den wichtigsten 
Bestandteil dar. 1st in (l) iiber aile Zahlen l .;;;;n.;;;;x zu summieren, so 
hat man keine besonderen Schwierigkeiten und erhalt (vgl. (4], p. 566) 
(2) I ~'2((n)) =log x+O(l). 
nE;;a: q:> n 
Mit den iiblichen Methoden der Behandlung mittels Dirichletreihen kann 
man sogar 
(3) I p2(n) =log x+y+ I log p +o(l) 
nE;;a: q:>(n) r> p(p-l) 
bei x --+ oo beweisen. Hier bezeichnet y die Eulersche Konstante, und p 
durchlauft samtliche Primzahlen. 
Im allgemeinen Faile dieser Anwendungen des Selbergschen Siebes 
handelt es sich jedoch urn die Summen 
p2(n) 
Sk(X, y) = I -(-) ' 
.. ..;; .. q:>n 
r>(n)<v 
(n,k)-1 
worin mit p(n) der groBte Primteiler von n bezeichnet und p(l) = l ist. 
tJber diese Summen liegen in der Literatur nur recht unvoilstandige 
Kenntnisse vor. In allen Arbeiten, in denen sie auftreten, gibt es lediglich 
Abschatzungen in gewissen (x, y)-Bereichen jedoch kein genaues asympto-
tisches Verhalten. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, dieses Problem mit 
dem folgenden Satz zu erledigen. 
Man kann Ieicht 
beweisen, und beide Seiten sind sogar asymptotisch gleich. Daher 
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beschranken wir uns auf den Fall k = 1 und schreiben dann S anstelle 
von St. 
Satz: Fiir x> 1, y> 1 gilt 
Hierbei sind 
(4) 
S(x, y) = ! ~(~)) = d(u) log y+0(1). 
fl~a: ..., 
2>(t1)<1/ 
logx 
U=--, logy 
~ d(u) = ~ fiir 0.;;;; u.;;;; 1, 
) (d(u)) =- d(u-1) r· 1 t u -;u2- uru;;;.. 
Berner kung: Bereits im Hinblick auf (3) kann 0(1) nicht durch o(1) 
ersetzt werden. 
Die folgenden Hilfsfunktionen werden verwendet 
e(u) = 1 
ue'(u) =- e(u-1) 
e(u) stetig 
fiir O.;;;u.;;; 1, 
fiir U> 1, 
fiir u;;;.O, 
K ~ _1, (x, y) = k 
,..;;., n 
p(n)<0;1/ 
1 
L(x, y) = ! -, 
.. .;;., n 
p(n)<!l 
P(y) =IT 1-- . ( 1)-1 
1><11 p 
2. Aus (4) entnehmen wir, daJl d(u) fiir u;;;.O stetig differenzierbar ist 
(bei u = 0 rechtsseitig) und 
ud'(u) = d(u) - d(u-1) fiir u > 1. 
Differentiation liefert 
ud"(u) =- d'(u-1) fiir u > 1. 
Hiermit ergibt sich sofort 
(5) d'(u) = e(u) fiir u > 0. 
Die Funktion e(u) wurde von DE BRUIJN ([2]) untersucht. Dort findet 
man (p. 30) 
(6) e"~ ioo w et-1 e(u)=-2 . f exp{-uw+f-t-dt}dw, u>O, n~ -ioo o 
und (p. 26) 
(7) 
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fiir u > 0. 
Da fg"e(u)e-sudu fiir Re s;;;;.O gleichmaBig konvergiert, erhalt man aus (6) 
nach der Umkehrformel fiir Laplaceintegrale 
00 
lim d(u) = J e(u)du = eY. 
u~oo o 
Daher folgt mit (5) und (7) 
.. 
(8) d(u) = s e(v)dv = eY + O(e-u). 
0 
3. Hilfssatz 1: Fiir x> 1, y> 1 ist 
0.;;;; K(x, y) - L(x, y) .;;;; I. 
Beweis : 1st y keine Primzahl, so stimmen K und L, iiberein. Fiir 
eine Primzahl q = y gilt dagegen 
11 11 00 1 
K(x, y) -L(x, y) = L - =- L - < - L - = 
.. ..;;; .. n q .. ..;; .. ;qn q n=l n p(n)=q p(n(,.;;q' p(n),.;;q 
=-II 1-- =-II-<L 1 ( 1)-1 1 p qp,.;;q p qp,.;;qp-1 
Hilfssatz 2: Fiir X> 1, y> 1 ist 
0.;;;; S(x, y)- L(x, y) = 0(1). 
Beweis: Wir haben zunachst mit 
. £X(m) =II p 
111m 
p2(n) ( 1 1 ) S(x, y) = 2 - II 1 +-+ 2 + · · · = 
.,...;;;., n Pin P P 
(9) p(nl<v 00 1 1 
= L - > L - = L(x, y). 
m=l m m..;;m m 
<>(m)..;;m p(ml<v 
p(m)<v 
Fiir eine Primzahl p bezeichne p+ die folgende Primzahl. Es ist 
) 
S(x, p+) = S(x, p) + ~ 1 s( ~. p) = 
(10) p p 
00 1 (X ) 00 1 (X ) 
= S(x, p) + .~1 p• S p' p > .~o p• S p•' P 
' • i • 
und ahnlich 
(11) 00 1 (X ) L(x,p+) =.~p•L p•'p . 
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Mit der Abkiirzung 
L1 (x, y) = S(x, _y) - L(x, y) 
liefern (10) und (11) L1(x, p+);;;.L1(x, p). In p<y<,p+ (und auch in 1 <y<2) 
ist L1(x, y) konstant und ist daher in y n.icht fallend, Da, aus n<,x auch 
p(n)<,x folgt, infolgedessen L1(x, y) fiir y>x nicht mehr von y abhangt, 
erhalten wir mit (9) 
p,2 (n) 1 O<,S(x,y)-L(x,y)<.L1(~,x+O).=:= I-(-)- I-, 
,..,. 111 rp n ,..,. 111 n 
und dies ist nach (2) und wegen I 1/n=log x+ 0(1) beschrankt. 
"'~al· 
Bemerkung (De Bruijn): Hilfssatz 2 kann in folgender Weise ver-
allgemeinert werden. 
Sei M eine beliebige Menge natiirlicher Zahlen und x> L Dann gilt 
Beweis : Wie oben zeigt man 
Diese Summe ist ;;;. 0 und nicht groBer als die Summe ohne die Bedingung 
tX(n) EM; die letztere ist aber L1(x, x+O)=O(l) wie schon oben gezeigt 
wurde. 
4. Mit 
wird 
lJ7(x, y) = I 1 
........ 
fl(n)""11 
a:+ 1 
K(x, y) = J. t d lJ7(t, y). 
De Bruijn zeigte fiir x> 1, y;;;. 2 (was wir sogleich voraussetzen diirfen) 
und O<u<,log y {[1], p. 51) 
(12) lJ7(x, y) = xe(u) +0(xu2R(y)) +0(1) +0( xe(u) :~: ~2 +u)). 
Hierin darf R(y) jede im Restglied des Primzahlsatzes 
(13) jn(y) -li Yi < l_}f__ R(y), y ;;;. 2, 
ogy 
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zuHissige Funktion mit den weiteren Eigenschaften 
R(y) {, 0 und R(y) > logY, y > 2, 
y 
sein. 
Wir wahlen mit einer hinreichend groBen Konstanten c 
(14) c R(y) = log4 y. 
Dann ergibt sich mit partieller Integration aus (12) unter Beachtung 
von (5) l K(x, y) = d(u) logy+ 0(1) + O(u3R(y) logy)+ od e(v) log (2 + v)dv) (15) 0 
= d(u) log y+0(1) fiir O<u<;:log y. 
Nach den Hilfssatzen 1 und 2 ist hiermit unser Satz fiir O<u<;:log y 
bewiesen. 
Bekanntlich ist (vgl. [3], p. 81) 
P(y) = eY log y+0(1), 
und nach (8) hat d(u) logy fiir u>log y dieselbe Entwicklung, d.h. es ist 
(16) P(y) = d(u) log y+0(1) fiir u >logy. 
Wegen Hilfssatz 2 geniigt es, jetzt noch 
(17) 
zu zeigen. 
Es ist 
P(y)-L(x, y) = 0(1) fiir u >logy 
1 
0 < P(y)-L(x, y) = ! -, 
n>" n 
1J(n)<y 
also in x monoton fallend, so daB wir (17) nur fiir u=log y festzustellen 
brauchen. Dies ergibt sich aber aus (15), (16) und Hilfssatz l. 
Die im Beweise verwendete Qualitat der Restgliedabschatzung beim 
Primzahlsatz kann man aus (13) und (14) ablesen. Die Methode von 
De Bruijn zum Beweise von (12) laBt sich auch direkt zur Behandlung 
von S(x, y) anwenden. Dabei ist das dortige A(x, y) durch 
r e(log X -log t) d [t] 
o+ logy t 
zu ersetzen. Dann ist anstelle von (14) sogar die Wahl 
hinreichend. 
c 
R(y) = log2 y 
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